PE1B 2concours blanc — MATHEMATIQUES | (DST n°8)  MA 03/06/2008
Durée : 4 heures — Aucun matériel de calcul n'esbasé

Le sujet comporte 4 exercices indépendants entne eu
Il sera tenu compte de la présentation et de la liggade I'argumentation.
La feuille annexe (pages 5 et 6) est a joindre a&@pie.

[EXERCICE 1|: SOMME DES INVERSES DES COEFFICIENTS BINOMIAUX DE
CHACUNE DES LIGNES DU TRIANGLE DE PASCAL.

-1
: U

Pour tout entier naturel, on pose u, = Z(kj :
k=0

1. Recherche de la nature de la suite
a. Calculer les 7 premiers termesulet conjecturer quant a la natureuwle

n n
b. En supposant connu que lorsque6 : (kj > (3] pour toutk compris entre 3 at— 3,

6(n-5
montrerqueDn26:2+Z+ <y, < 2+—2+ 4y ( ) :
n n(n-1) n nnl) rnl)(nr2

c. Conclure quant a la nature det proposer un équivalent payr— 2.

n+2
—Uu,.
2(n+1)
On se propose de démontrer (sans récurrencefgest vraie pour tout naturel

, n+1) _n+1(n . 1 1o ()
a. Demontrer =— , puisu,,, =1+—u +—)> k :
k+1) k+1lk n+1 n+1g \K

2. Relation de récurrenc®, :u,,, =1+

b. Justifier par un argument simplegn::(n— k) k!( n— K)! :Zn: K - Rk
k=0

k=0

c. Démontrer :ék(m_l:gi(g_l - Zn:(n— k) Ki( n- @!:g‘a Kn Bk

k=0 k=0
d. En déduire quéP, est vraie.
e. Recalculeru,, u, etu, a l'aide de?, .

f. Compléter en annexe 1 la FUNCTION Un qui, pounwonné, effectue le calcul de
un selon la récurrenc® .

g. Grace aP,, montrer qu'au-dela du rang 4, la suitest décroissante.

3. Recherche d'une formule explicite

. : . 2"
On considere la suite auxiliaireIn0ON, v, = 1 u,.
n
2n+l
a. Démontrer :.On0ON:v ,, —Vv, = .
n+2

n-1 n+l 1 n+l ok
b. En déduire, par le calcul d® (v, -V,) : OnON, u, :[ 2 j 22—
k=0
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EXERCICE 2|: ETUDE DE L'INTEGRALE | (p,q)

NB : on convient par continuitéCxOR, xX* =1.

1.

Justifier I'existence dé(p,q) pour tou{p, q) ON?.

Calculer I (p,0) etl (0g . Dans quelles conditions a-t-diip,0) =1 (09 )?

Calculer, pour tout entier natumet > 1 (k,n-k).
k=0

A l'aide d'un changement de variable, démontféfp, q) ON?, I (p,q) = 1(q, p).

a. Via une intégration par parties, établifi¢p, ) ONxN", I(p, q) = I(p+1,0- 1).
b. En déduired(p, ) ONxN, I(p, q)=¥( p+ o+ 7).
c. Retrouver ainsi les résultats obtenus aux quest et 4.

1 g
a. Justifier T1(p,q) ON?, [t (1- 1) dt=—P-F

b. Pour tout couplép, q) D(ND)Z, étudier les variations de: t +— t° (1—t)q sur[O,]].

A p!q P’ o
c. En déduire 0O( p, q) ON?, < —.
( ) (p+q+1)| (p+q)Pq

[EXERCICE 3|: ETUDE DE DEUX VARIABLES ALEATOIRES DIS CRETES.

1.

On donne en annexe 2 un tableau censé fournir thuioe variable aléatoire discrefe
a. Compléter ce tableau sachant guest la fonction de répartition dé
b. Représenter graphiqueméntlans le quadrillage figurant sous le tableau.

c. Déterminer lI'espérance, la variance et I'écart-tigp¢ en faisant apparaitre dans le
tableau les calculs intermédiaires.

Un sac contient 7 jetons indiscernables au touatwart 3 rouges et 4 blancs.

a. On extrait les jetons un a un et sans remise.
Montrer que la variable aléatoive égale au rang du premier jeton rouge tiré, suit |
méme loi que la variable aléatoXedtudiée dans la question 1.

b. On extrait les jetons un & un mais avec remise.
Déterminer la nouvelle loi suivie par la variabléadoireY, ainsi que son espérance et
sa variance.

c. Compléter en annexe 1 la FUNCTION Y qui simulerbgéwe du a. (on rappelle que
random(n) renvoie de fagon équiprobable I'un quelce des entiers q[é),n—l]]).

d. Quelles modifications apporter a FUNCTION Y de fagosimuler I'épreuve du b. ?
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[EXERCICE 4|: SUITE DEFINIE PAR UNE RECURRENCE LINEA IRE D'ORDRE 3.

Soit la suiteu définie paru, =2, u,=-1, u,=3 ettin> 3y = 6,—- 1 ,+ 6,.
1. Calculerus etu,. Que peut-on conjecturer concernant la suite

On se propose de déterminer une expression exptieit, en fonction den.
On va utiliser pour cela le calcul matriciel.

6 -11 6 1-5 VI
OnposeM =1 0 O|,P=|1 -4 3 etInON X =| uy, |-
0O 1 O 1 -3 2 u

n

2. Effectuer le produiMX; et en deduire OnON, X, = M" X, .

3. Expliquer pourquoi la connaissance de la dernigreelde la matric# " suffit pour
parvenir a I'objectif que I'on s'est fixé.

Il ne reste donc plus qu'a déterminer les éléndmta derniére ligne dd ", en fonction de.
C'est ici qu'intervient la matride définie plus haut.

4. Déterminer une matrice diagondetelle quePM = DP.
5. Montrer queP est inversible en cherchant son inverse.
6. En déduire OnON,M"=P™'D"P.
7. Alaide de la question 3, en déduifén0N,u, =5x3'-13x 2+ 1C
8. Grace a la forme explicite dg obtenue en 7 :
a. verifier les valeurs obtenues a la question 1 ;

b. montrer que la suite est strictement croissante a partir durang 1 ;

c. déterminer la nature de la suite
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NOM :

EX. 1

EX. 3

Math Goaddanc n°2 - PE1B

IANNEXE 1 : textes en Pascal & compléter

FUNCTION UN( ... veeevee e, ) e :

UNTIL random(n) < ........ ; {on suppose les jetons resiggumérotés
de 0 a 2, les autres étant numéropssta de 3 }
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IANNEXE 2 : Variable aléatoire X de I'exercice 8

k 1 2 3 4 5 totaux
P(X=K) 3/7 6/35 3/35
F(K) 517
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