PE1B 2concours blanc — MATH. | (DST n°8)| CORRIGH MA 03/06/2008
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[EXERCICE 1]: Pour tout entier naturel on pose u,_ = Z(kJ .
k=0

1. Recherche de la nature de la suite
a. |(Up, Uy Uy Uy, U, s, 4) =(2,2,3 2,8 383,935,151

On constate que est croissante jusqu'au rang 4 puis décroissanile demeure
décroissante au-dela du rang 6 et étant minorée, gdlle convergera

b U :kzn:( j_etsinz 6:L11=§( ] Z[ ] ;i:}lz 3§+n(f_1)+z( gl
or, 0k 3.n- g (Ej2[2]> Odoncaf(g Sf@j =(n- )Sm

k=3 k=3 nb de termes n-
de la somme

douldn= 6: 2+2+ 4 <u < 2|._2+ 4 + 6(n—5)
n n(n1) nnl)nr2

n(n-1)

. nlmo{i . n4 1)J =0= Jmo% d'ou (th. gendarmesju  convergers 2

De la méme fagon, on étadiin [(un —2)/ﬂ =letdonqu,— 2 2

CQFD

n - +oo n
2. Relation de récurrenc®, :u,,, = 1+LZ u,
2(n+1)
On se propose de démontrer (sans récurrencefPgest vraie pour tout naturel
o [NHL) (n+q)t  _ (n+)(n) _n+l  nt _ n+lfn COFD
k+1) (k+2)!(n-K)! (k+1)(K)( - R el Kk kllk

1 n+1)" ein+1)" 0 (n+1)" o [n+1(n\|" 0 k+1( )"
15 N IEET B IS T o1 (N IS T ot
=\ Kk =\ k k+1 = k+1{ k i=ton+1\ k
1 & n 1 n - n - 1
u, =1+—> (1+k +—y +— COQFD
wmtetiB (] 2 hE () S e ()

b. Par la symétrik > n—k: > a, =>"a_, (cf. regles de manipulation des somriigs
k=0 k=0

Avec a, =(n-Kk) K( n- K!, on obtientg‘)(n—k) KI( n- K)! :kz; K n B kCQFD

n n

c zk@:gzm - 32K )R o S (-2 o gi=o

k=0 k=0 n! k=0
= Y [(n-K)-K] (- Rr=0 = Y(n § K w k=) kn K!CQFD
k=0 k=0 k=0
n -1 n -1 n -1
d. D'aprés b. et c. I'égalitgk(nj :EZ(nJ est vraie d'ol)_ k[nj :Eun et
o \K 21\ k o \K 2
avec a. U, —1+ni+1u + nilx r;u —1+2F++2]) u, ie P, est vraiecCQFD
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0+2

e u=1+—2%2 | —141x1=[2 ;0= By = }f’:g = * 4uz— 3 §X—§—E$CQFD

2(0+1) ° 4 2

f. Cf. annexe 1 pour la FUNCTION Un.
-u )+
g. Via®, :u,, —u, =1+Lz u, — U, =M ,or,dapres b., si=4:
2(n+1) 2(n+1]
u, =2+ 2/ndoncn(2-uy,)+2< 0. Doncu,,, —u, <0 et ainsi, au-dela du rang 4, la
suiteu est décroissant€QFD (ce qui confirme, avec 1c., les conjectures dyu l1a.

3. Recherche d'une formule expliciten considere la suite auxiliaireIn[ON, v, = 2+1 u,.
n
2m 2" 2m n+ 2 2 .
a. UnON:y, - = -—— Uy, soit :
T T e T n+2{ 2An+ 1) } et

n+1 nx<{ n n+1
2™ 2 D7 2 22" OFD

Yo T TS MX(nﬂ) T T e
n-1 télesco- " . on+l n-1 n-1 2<+1
b. > (Vew=%) = v, "% = q]—ldou el 2{1"2(%1_ \4))2 { ¥ i3

k=0 hage

1
EXERCICE 2|: ETUDE DE L'INTEGRALE | (p,q) :j£ p; q)tp (1-t)*dt, ( p, g ON?.
0

+
1. O(p,q)0N? g:t— ( pp qj t*(1- t)*est un polyndme dorgest continue sk (NB: si

p = 0 ouq = 0, on tient compte de la convention de prolongnpar continuité en 0).
g est donc intégrable entre 0 et 1 et l'intégilg|p, q) est bien défini€QFD

1 tp+l (=1 1 1
P = p = = : = z i
2. [1(p.0)= j[ jt (1-t)°dt = [t°dt {pﬂL IO+1(NB P*'=0cap+1£0)

0

L . 1 (1_t)q+1 =1 1 o1 .
_-([(Ojt (1- _([ (1-t)" dt= e tzo- 1 (NB: ("= 0 aussi).
it - PrEariop=a
q

Donc {1(p,0) =1 (0g ) =

k=0 0| k=0

3. |non: Y (kin-K) = imk”‘ k} (- dt}zﬂi(:jtk(l—t)"'k} dt diod

ZWM]kmmHHamdtﬁm[ﬂ =1-0=[1

du bindme0
4. L'objectif 1 (p,q) = 1(qg, p)conduit a "échanger" les rélestdet 1 -t , d'ousit=1-u:

u=1-1

| (p.q) = jo(p;qj(l—u)p uq(—du):—;f[( P*q pj(l- )" d du et donc

o p+q)
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pqzj( juql u)® du= 1( g g CQFD

5. a. L'objectifl(p,q) =1(p+1,g-1) conduit a envisager de hausser de 1 le degté ete
baisser de 1 celui d@—t)qce qui est possible gj> 1. D'oud ( g JINxN" en posant

p+q
u(t)(pjpl

1 1
polyndmes) et on peut intégrer par partig(sj'.v(t) dt=[ uy D]:l) —J' ui( ) d, ie
0 0

| (p,) :K'“ qj e (1—t)qr —j( & qj P I g(a-1"*] k. donc

=(1-1)%, on obtienu etv de classe Esur[0,] (en tant que

p Jp+l o L p Jp+l
P+A) s vt 1 a4 (PO L s .
| (p,q)=[0-0]+ J.p+1( ) jt (1-t) dt_o—p+1—p!q! t**(1-1)"" dt, donc :
1 1
_ p+1+q 1 p+1 _ g-1 _ p+1+q_1 p+l _ g-1 _ _
(p.q -J; (p+D)( (1-t) dt—J;( 0+1 ]t (1-1)"" dt=1( p+1,9-1 CQFD

b. D'aprés a. (p, q) ONxN", I(p,g)= I(p+1,g- 1)donc par récurrence décroissante
finie surq : 1(p,a)=1(p+0.0- 9= I(p+ g0) = ¥( p+ a+ 1. C'est encore vrai sji=
(d'aprés 2. également), donc finalemell p, ) ONxN, I(p, g)=¥/( p+ ¢+ 1) CQFD

c. z| (k,n—k)cf':b.kzz;]/(kﬂn— k)+1):k§”03/( ne ) =( x4 }= {CQFD

De plus :I(p,q)cf_:b_:l/(p+ q+1) etl @.p)= Ao+ pr )} dond pg3F | ¢ pCQFD

6. a.D(p,q)DNz,I(p,q):j(p;qjtp(l—t)q dt donc] £( + 1 {p; qj_l (pg

0

! +q)" 1 g 1 pl g
d'ou [t°(1-t)"dt = (p j -_Pq - COFD
.c[ ( ) cf. 5b p p+qg+l (p+ q)! p+ g+l ( pt q+1)!

b. |O(p. q)D(ND)2 ()= pt (-9 - gf (1- 7 = (- t)crl[ p-( p+ 9 {;or,

sur]0, :t**(1-t)*" > Cdonc 'y a le méme signe qus— p—( p+ q) t qui est affine

strictement décroissante (cap-{q) < 0) et s'annule efr = p/(p+q)| (0 <a<1car

p>0 etg > 0). Ainsi, f'>0 sur|0,a] et f'<0 sur]a,] et compte tenu quie est

continue sur l'intervalle fermFO,]] (donc en 0, emr et en 1) on obtient finalement :

O(p, q)D(ND)Z, f strictement croissante §0a| et strictement décroissante g, ]

c. D'aprées b.d(p, q)D(ND)2 etsur[ 0] f <f ¢ d'ou par une inégalité de la moyenne

t ~ vtva_ (P ) a )Y _ pd
{f(t)dts(l 0)f @). Or, f(a)=a(1-a) _£p+qj (p+ qj “or g donc,

I gl P
avec a. : P-g < ' — inégalité dont on vérifie sans difficulté qu'edlst vraie
(p+a+1)!™ (p+q)™
également poup = 0 ouq = 0, et donc vraie pour tous naturglstq CQFD
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[EXERCICE 3|: ETUDE DE DEUX VARIABLES ALEATOIRES

1. a. Voir le tableau complété en annexe 2.
Dans l'ordre F(1) =P(X = 1) puisP(X =2) = F(2)- F(1) puis total de®P(X=k) = 1

puis P(X =5)=1-[ P(X=1)+ P(X= 2+ P(X= 3} R X 4} etenfinOkO[3,5]
F(k)=F(k-1)+ P(X= K (NB: le total de$=(k) n'a pas de sens).

b. Voir tracé en annexe AB : par commodité, unité en ordonnée = 35 carreaux).

c. E(X) = total dekP(X =k) donc |E(X) = 2| .
V(X) = E(X?) —E(X)? = total des@P(X = k) —E(X)2 d'ou| V(X) = 6/5] eta(X) =,/6/5|.
(NB: kP(X = k) =k x kP(X = k) donc on peut calculer : ligne 5 = ligne<4igne 1)

2. a Y(Q)=[15], puisquavant d'obtenir I€'Jeton rouge il aura fallu tirer de 0 & 4 jetons

blancs ; donc on a déja(Q) = X(Q).

Soit kOY(Q) ; dire que le { jeton rouge est obtenu &i@éme tirage signifie que l'on a
tiré d'abordk — 1 jetons blancs (notol.; cet événement) puis un jeton rouge (notons
R cet événement). A l'aide de la formule des prdiiébicomposees ®(B, ;) # 0, et

sachant que les jetons sont tirés dans I'ordre{'un") et sans remise :
PY=K=RB,B= R B) P(R=( B/ ®)x(3[7-( «1]).

Ainsi: P(Y=1)=(Y)x(3)=37; P(Y=2)=(47)x(F9=4 &L Z 2 ;
P(Y=3)=(4x3/(7§%(39= 2% 85 kb 3;

P(Y=4)=(4x3x2)/(7x 6< Gx( 4= A ® B 34 /136/3/3 ;
P(Y=5)=(4x3x2x]/( 7 6 & Ix( BB=/{ ¥ Jx 2 /1L

Donc :0kO[1,5] ,P(Y= k)= P(X= K; de plus :Y(Q) = X(Q), donc la variable
aléatoireY suit la méme loi que la variable aléatoxreCQFD

NB : On peut également visualiser la situation dd'a'un arbre oB = (Y =K) :
24/t By 3/6 By 2[5 Bs 1/4 Ba

R ¥y vk By Ry
(ce qui illustre bien I'adage selon lequeh'dessin vaut mieux qu'un long discdurs

b. On extrait les jetons un a un mais avec remisejeluzps les tirages peuvent étre
considérés comme indépendants et de type Bernawdlc comme "succe®; de
probabilitép = 3/7.Y , égale au rang de |&9réalisation de&, suit donc la loi
géométrique de paramepe= 3/7. D'apreés le formulaire du cours et agecl —p :

Y(Q) =N"|et|OkON, P(Y= R|= §*x p=(4/7)"x3 1
De plus : |[E(X)[=1/ p=7/3 etV (X)= ¢ f|= 28 ¢
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c. Voir annexe 1 pour la FUNCTION Y qui simule I'épveuwdu a.
La derniére instruction "Y:=i " révéle la nature l& variable i : c'est le numéro du
tirage en cours. Cette instruction est exécutéejded'on sort de la boucle REPEAT,
ce qui se produira lorsque le test "random(n) < 8&fa vrai, ie lorsqu'on aura tiré un
jeton rouge donc de numéro 0, 1 ou 2 : la valed?@&8" est donc 3 et n représente le
nombre de jetons disponibles lors du ieme tirageh#@que tirage, i augmente de 1 et
parallelement, n diminue de 1 puisqu'il n'y a pamise.

d. S'ily aremise, le nombre de jetons reste égdbas7de chacun des tirages : il suffit
donc de supprimer la variable n et remplacer rarfdppar random(7).

[EXERCICE 4|: SUITE DEFINIE PAR UNE RECURRENCE LINEA IRE D'ORDRE 3

Soit la suiteu définie paru, =2, u,=-1, u,= 3 ettin> 3.y = 6,—- 14 ,+ 6).,.

1. =6u,-11u + 6u0 et de mémeu, = 207|. La suiteu est donc décroissante
jusqu'au rang 1, puis croissante jusqu'au ranguddela, si la croissance se poursuit et
avec l'accélération observée, il est loisible dgexiurer qu@ divergerait vers go|.

6 -11 6 Unz 6"|n+2_1:un+1+ 6Jn U s
2. |[MX,|=|1 0 O u,|= u = Uy, |5 X

2

O 1 O0O/{u u

n n+1 un+1

>

n1| "

M =1, (matrice unité d'ordre 3) dord °X, = X, et doncX, = M" X, vraie sin = 0.
Soitn=0; X, =M"X, = MX, = M(M"X, )= X, =( Mx M") X,= X,,= M™ X,
donc, selon le principe de recurrendenN, X, = M" X, CQFD

3. uyestle 8élément du vecteur colonixg ; or X, = M" X,doncu, s'obtient comme

produit de la 3(et derniére) ligne d®l " par I'unique colonne d& . CommeM est une
matrice constante (indépendanteujlesa puissanceeme ne dépend que de de plus,
le vecteurX, est lui aussi constant. Donc la derniére lign&depermettra d'obtenir une
expression de, ne dépendant que dee une expression explicite dg CQFD.

4. Une matrice diagonale est carrée par définitiaachant qué est-elle-méme carrée et
d'ordre 3, le produlDP n'est possible que Bi est d'ordre 3 également, donc on est
ameneé a déterminer trois réald etc tels que :

1 -5 6 a 0 0f1-5 1-5 a — & @&
PM=DP-|2 -8 6|={|0 b 0| 1-4 | 2-8 6=|b -4 B8
3 -9 6 0O O0c){l1l -3 3-9 c -8 g

Dot (a,b, ¢) = (1,2,3 etD est la matrice diagonale d'ordre 3, de diagonéle?;3) .
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5. On dispose cOte a cote et en un seul tableau legces® etl; et on applique la méthode
de Gauss-Jordan a ce tableau ; si I'on ne rencanttn pivot nul, c'est quRest
inversible et on récupére en fin de calculs une@ilcomportant cote a cateet[P .

6.

8.

C'est le cas ici avec la matriPeproposée :

M -5 g1 0 g1 -5 6/1 0 @1 0-|9 4 5 1 0012 4/9

1 -4 30 1 qfof[l-B11Qo01-|31 1 0 1|¢g12 2

1 -3200 10 2-#101Woo[d 1-21 0o0|y12 1/1
Ly« Ly-Lylge Lol L+ B, Lyclys B, Laely Rl L9l L 4 L3,

M°=1, etPDP =

P!I,P=P'P= |, doncM" =P™D"P est vraie poun =0 ; vraie

@]
aussi poun = 1 carPM = DP et P inversible> P*PM= P' DP= M= P' DF

]
Soitn=0; M"=P'D"P= M"M=P'D"PP'DP= P D' DP= P'F'F
Donc, selon le principe de récurrenc@indN,M" = P'D"P CQFD

D est la matrice diagonale (1,2,3) dddtest la matrice diagonale"(2",3") ; de plus,
M"=P7D"Pet (cf. 3.)u, est la Sligne deM "X, donc deP™D"PX, ; d'apres les regles
de calcul du produit matriciel, il suffit alors de considérer que I Bgne deP™:

u,=(y2 -1 43

u,=(¥2 -1 12

1" 0 0)1-5 63 10 2
0 2 0| 1-4 3-1=(/12- 1/1)p 0"2

0 0 3)(1-3 22 0 0 31
20

1% 2 -1 26 18 r2+—; 0 "3 %"F k3"2 1CQFD

10x 3

a u,=5x3-13x 2+ 10= % 27 18 8 16 135 104 0 81 40 ;de méme:
u, =5x81-13x 16+ 1= 405 208 1 415 268 ZCQFD

b. U, —u, =(5%x3"-13« 2+ 10-( & 8- 18 2+ 1= § "F- B- 1§ "2- %
Uy, —U,=5x3(3-)-13« 2( 2 )= 18 3- 18 = 30 "3- 26"Z
doncu,,, —u, > 26« ' - 26 2'> 28( - 2.

Or,0a=20:3 22 doncOn=1:u,, -y >0.
Ainsi, la suiteu est strictement croissante a partir du ra@QFD

0<2<3

C.u,=5x3-13x 2+10;0r16( § et2=o( " domg~ x5" Comme 3> 1

et5>0,lim 5x3" =+ et don

n - +oo

(NB: ce résultat et celui du b. confirment les conjexs émises a la question 1.)

Page6 sur8



NOM :

EX. 1

EX. 3

Math Goaddanc n°2 - PE1B

IANNEXE 1 : textes en Pascal & compléter

FUNCTION Un( n : integelr ) : real ;
VAR |i : integer ; u : redl ;

BEGIN

u=1,

FORi:=[1 Td n DO

u:=| 1+ (i +2)*u/(2%i + 1)) ;
Un:=[u ;

END ;

FUNCTION Y :[ real ; {Y est une function sans parres}

VAR [in : integef ;

BEGIN

i=0;n:=[§ ;
REPEAT
i=|i+1;n: 3 n-1 ;

UNTIL random(n) <B ; {on suppose les jetonsgesi NUMErotés
de 0 a 2, les autres étant numéropssta de 3 }
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IANNEXE 2 : Variable aléatoire X de I'exercice 8

k 1 2 3 4 5 totaux
P(X = k) 37 217 6/35 | 3/35| 1/35 1

F(K) 37 57 | 3135| 34/35 1 N
kP(X=K) | 3/7 47 | 18/35| 12135] w7 2

P(X=k) | 3/7 8/7 | s435| 4835 577 26/5
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