PE1B MATHEMATIQUES - DST n°7 CORRIGE LU 14/04/2008

EXERCICE 1 : CALCUL MATRICIEL.

1. Ondispose cbte a cOte et en un seul tableau legcasM etl et on applique la méthode
de Gauss-Jordan a ce tableau ; si I'on ne rencamtten pivot nul, c'est qu est
inversible et on récupére en fin de calculs une@blcomportant cote a catetM 7 .
C'est le cas ici avec la matribkeproposée :

402091 00 1 000Pp/14 0 -/14 [

0310010 0100 0 /13-/16 (|
0 L8 Bt

002 Q0 0 1 ass o’ 900 1 p O 0 /12 |

2 316000 0 00 I-/112-/16/112/ 1|

2. Ontrouve[P2=1]ieP x P =1 et donc|P est inversible et égale & son invarse =P .
D'ou OnON : P"=1 etP™! =P :|la suite( P”)nDN est donc périodique de période 2 .
-4 0 -4 0 Par associativité de la multiplicatiodes matrices
0 -3 -3 0|| etsachantquéP=PM & =1 , on peutécl
3. |[Ad4P=PM =
0 2 0| P4P=P(4P)=P(PM)=(PP M= IM=M
6 6 6 6 CQFD
4 est une matrice diagonale et dont aumrme 14 0 0 O
diagonal n'est nul : elle est donc irsibte CQFD o 0O 13 0 O
4. =
Par propriété, son inverse s'obtienfrarersant les 0O 0 /12
termes diagonaux : 0O 0 0 16
A et4™ sont toutes "4 0 0 y4 o 0 O
deux diagonales : 0"3 0 n 0 3 0 0
5. gonaes =) m - A7]=(47) = Y
donc par propriété 0O 0 "2 0 0o 172 0
OnON 0O 0 0 ¢d 0 0 0o ¥ g

NB: OnON,OxOR%: (%)™ = x" =( %) donc 4™ =(47)" =(4")"
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6. Soitzun entier relatif etP,) la propriété :RAP)* = PAP.

(@) : PAP)° =1 et PA°P = PIP =PP = | donc (P) est vraie.

(b) : soit zOON et supposonsk,) vraie. Alors : PAP)* (PAP) = (PAP)(PAP) et par
associativité :RAP)** = (PA)(PP)@P) = (PA*)I(AP) = P(4 1 4)P = PA'P
et donc (Px1) est vraie.

(c): Par récurrence, il résulte de (a) et (b) dBg ést vraie pour tout entiemositif.

(d): Supposong< 0 ; alors 2> 0 et d'aprés (c) PAP)” = PA™P et par inversion :
[(PAP) ¥ = [PAP]™ d'ou grace au NB du 5. et & la formudB('=B*A™ :
[(PAP] 2= P (A7) P soit (PAP)= PAP carP™ =P ; donc (P,) est vraie si z < 0.

Conclusion : il résulte de (c) et (d) quB,( est vraie pour tout entier relanfCQFD

7. D'aprés 3. et 6.M ' =PA'P . Le calcul dePA*P sous la form&(4™P) donne :
1 0 -1 0(-14 0 -414 0 ( A4 0 -/14

oppo| 0 "1 710 0 -13-43 o | 0 [A3-/16
O 0 10 0 0 12 0 O 0 A2
1 1 1 1 16 16 A6 A6 (-/112-/16/112/

On retrouve bien la valeur d¢* obtenue & la question CQFD

8. Soit nON" et (Q,) la propriété R + 1)" = 2"%P + ).

a.Sin=1:P+N)"=P+letZ(P+1)=P +1 donc Q) est vraie.
Supposons = 1 et @) vraie ; démontrons qué&f.1) est alors vraie.
P+D)™=P+)"xP+I)=[2" P+ D] x P +1)=2"P + 1)
OrPetl commutenteP2=ldonc P +1)2=P2+ 2P +1=1+2P+|=2P +1)
Donc P + D)™ = 22 x [2(P +1)] = 2(P + 1) ie (Qu+1) Vraie.
Par récurrence, on a donc bigh) vraie pour tounON" CQFD

b. P etl commutent eIk ON : 1¥=1, P*X=1 etP*"* =P donc :

noL (N (N non n(n ,
(P+1) :Z[ P"I”":Z[ ij:2[ j|+ > ( JP.Parallleurs:
o\ K oo\ K k=0, K k=1, k
k pair k impair
n(n n [(n-1) (n-1\] & n-1 n (n
k=1, k k=1, k k-1 o\ K 2 2i\ K
k impair k impair
i " =Zn: " d'Ol]zn: n | + zn: n P=2""1+2""P=2""(P+1)COFD
A k)& k) TS ) T K °
k impair k pair k pair k impai
0 0 -10 0 0O -1024 O
0 0 -10 0 0O -1024 O
c. (P +D)H=2"YP+1)=102 =
( ) 0 0 2 O 0 0 2048 0
11 1 2 1024 1024 1024 204¢
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1
EXERCICE 2 : CALCUL DE L' INTEGRALE | :jln (1+§/t—)dt
0

(D - 7 .-, .
1. fitdto1+3dt- In(l+\3/f) est continue sur son ensemble de définition enqaat
composée de fonctions continues; elle est en padicontinue, et donc intégrable, sur

1
le segmen{0;1] et doncl :'[f(t)dt est bien définieCQFD
0

De plus, 0t 0[0;1] :3t = 0donc 1+t = et doncin (1+$/f) > 0. Par positivité de

l'intégrale et avec 0 < 1 on a dohe 0 CQFD
© 3 en tant que fonction réciproque de la fonction ¢ese définie sUR tout entier.

2. Six=1+%t, alors3t =x-1 ett:(x—l)3 etde la :%z?:(x—l)led'ou:
X
1+31 2
2 . 2
dt=3(x-1)" dxetdonc :I = j (In x) x 3(x — 1) dx:j3(x— 1¥ (In x)d> CQFD
1+30 1

2
3. Soitu(x) =(x-1)’etv(x)= In x uetv sont de classe'Gur[12] et | :Iu’(x)v(x) dx
1

Alors | =[u(x)v(x)]zjf—ft(>9\'/( 3 dxz[( x1)°In %f—f( xl)% ¢ et donc

x=2

_ 8, 1), _ X X _ 5
| =In2~[| x*=3x+3+= |dx=In2-| = 3=+ 3+ I) | =| 22>
1 X 3 T2 6

x=1

4. 2In2=1In4 et4 >, donc 2In2 >1 >5/6 et donic= 0 (comme prévu en 1LEQFD

5. f estintégrable sUi0;1] donc sa valeur moyenne §@;1] est, par définition :

1 ¢ . . 5
—— | f(t)dt qui n'est autre qué ie [2In2—-=| .
1_0£ (t)dt g q -

EXERCICE 3 : ETUDE DU COMPORTEMENT D'UNE SUITE RECURRENTE
EN FONCTION DE SON PREMIER TERME.

la. Lorsquea = %%, (P;) : O<u, <lest vraie poun =0 etn = 1 d'aprés le tableau de valeurs.
Soitn = 1 et supposongH,) vraie ie0<u, <1; alorsl<e™ <eetn+2=3>0 donc

0< 1 <& < ® s—e<1etdonc0<un+l<1ie (Pr+1) vraie.
n+2 n+2 n+2 3

Donc, par récurrencel{) est vraie pour tout naturel CQFD
e

e .
1b. D'aprés 1ladnON:0<u,<—— ie ONON":0<u, <——.
p Ya <05 %<1

Or, Iimni+1 =0; donc, par encadrement : lwr= O lorsquea = 1/2CQFD
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2a0x=0: f(X)=€ - (x+1)(x+ 2)donc f'(X) =€ —-2x-3et f"(X) =€ -2.
Or, x> €' —2est strictement croissante sRret s'annule ein 2, donc :
f"(x)<0sur[ 0,In®, f"(In2)=0et f"(X) >0 sur] In 2o |
2b.2>1> In 2 donc d'aprés 2&:> 0 sur[2,+«[ et donc ' croissante suf2,+oo .
Or, f'(2)=€*-7>O(car € >2,7° 2 7,29 7) donc f'> 0 sur[2,+eo] CQFD
2c. D'aprés 2b.f' > 0 sur[2,+«| et dond est croissante sij2,+oo[ . Or,f (3) =€ -20>0
(car €’ >2,718 > 20,079290232 ) doncf > 0 sur[3,+eo] CQFD
2d. Lorsquea = 2, (©Qy) : u, = nest vraie pour & n< 3 d'aprés le tableau de valeurs.
Soitn > 3 et supposongX) vraie ieu, = n; alorse® > € etu,_,, > €'/(n+2). Or, d'aprés
2c.,0n=23: €' - (n+1)(n+ 2)> 0doncu,,, =2 n+1 ie (1) est vraie.
Ainsi, (9y) est vraie pour tout naturel CQFD
2e. D'apres 2dInON u, = n et donc lim u = 4o lorsquea = 2 CQFD

3a. D'aprés 1a et d'apres 2d. E; = &|.

3b. Ea2 @ = [[(N=1:u, <1] d'og, (cf. 1a.)En= N:y, < ¢(n+2)etde 1a limu=0CQFD

3c. Ea=2 - |OnON"y, 21| - [DnDND:e“n-l/(nﬂ)zl] - [DnDND:e“n-l > n+1]
E.=@ - [OnON:e" 2 n+2] < [OnON:y, 2In(n+2)] CQFD

De plus :limin(n+2) =+0 donc E; =@ =limu =+ CQFD
NB : E, étant ou bien vide, ou bien non vide, il résukte38. et de 3c. que, quelle que soit
la valeur initialea, la suiteu ou bien converge vers 0, ou bien diverge vexs +

4a. Sia<b alorsvy < W et siv, <W, alorse”/(n+2)< & /(n+2) ie y, < W,.
Donc, par récurrencelInON v:<w, CQFD

4b. Pour tout réel, E, est ou vide ou non vide dorgetl  sont complémentaires daffsie
l,nl,=0cetl,00_=R;deplus,|,z0 (car 1 201, ) et #0 (car2l_, .Donc
{1,,1..} est une partition d& CQFD
D'apres 4a. et le théoréme de comparaisoal i, alorsClb>a :bl | et de méme si
b1, alorsUa<b: all |,; doncl, et | sont deux intervalleS€QFD (plus précisément,
l,est un intervalle qui, non borné inférieurementdesia forme]—co, m| ou |-co ,n{ et

donc son complémentaitlg, est respectivement de la fornim, +eo[ ou [ m,+oo| ).

5a.| function uCVGpour a:repl :boolegn 5b] procedure DST(7 var a,b:real ;epst)g
var n:integer ;u:real ; var m:real ;
begin begin
n=0;us a; while b- & eps do
repeat = exp Ju(/H )2 ;a4 [ beginm=( & b /2;
until(u< 3 or(( =3 and m )|)| : if uCVGpour( )
if u< 1 then uCVGpour: te thena: melseb: m;
else uCVGpour: false ; end ;
end ; end ;
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EXERCICE 4 : POLYNOMES D'EULER

1.

Par définition :OnON": f (x)=n j f_,(9dt.
Ded /2)
Si I'entier naturel non nui est pair, alors/2 est entier et dorideqn/2) = 0 et les bornes
de l'intégrale sont alors égales lorsgue0 et donc l'intégrale est nulle lorsque 0.
De méme, sn est impairDedq(p+1)/2) = 1/2 et I'intégrale est nulle lorsgxie 1/2.

Ainsi, OnON" f, (1/2) = Osi n est impair etf, (0) = Osi n est pailCQFD

fn+1 est égale au produit part(l) de la primitiveF, de f, qui s'annule eDed(n+1)/2) ie
qui s'annule en O siest pair et en 1/2 siest impair.

D'apres 2. :f ., (x) =(n+1)F,(X) etF = f, donc f (X)) =(n+1) f (X .

En utilisant 2. :f,(x) =1x j f(t)dt—jldt (]2 = —% soit fl(x):x—1 ;

Ded1/2) v2 2

X

f,(x) =2 j fl(t)dt:fz(t—%jdt:f(zt—gdt:[f—t]::: =% |f,(X)=xX-X ;

Deq(2/2)

. _ps_ 3 1. VI : - g 0 4,95 1
puis | f,(x) = X 2x2+4, fL(X=xX-2x+ x;| f(y= X 2)‘{+2>% 5

Soit (7,) : f, est un polynébme de degnéet de coefficient dominant 1.
(Po) est vraie puisquiy est une fonction constante, non nulle et égale a 1

Supposons = 0 et (P,) vraie ; alord,, est un polynéme de degnéont le monéme de

plus haut degré est et donc ses primitives sont des polynémes domtdeéme de plus
haut degré est"%/(n+1) et dond.; est un polyndme dont le mondme de plus haut degré
est (n+1x X™Y(n+1) iexX™ ; donc (Pn+1) est vraie, et donENON: (P,) vraieCQFD

Soit xOR et @) :9,(X) = h(Ravecg, (¥ = f,1-X eth (x)=(-1" f (%.
Il s'agit de montrer que pour tout natung(9;) est vraie.
Sin=0:g.(X)=f@1- X)déf:de{)l eth (X = (—1)O f,(X) =1x 1= 1donc Q) est vraie.

Soitn= 0 et ©,) vraie ie g,(X) = h,(X; montrons Q1) vraie ieg,,,(X) = h,.,(X.
0ha (9 =[ £,@- ] =@ £,,(1- ¥=-(m 1) (= 0=-(+ Dg (3= (r D) (>
et (0 =[ (<) £,,(0] =(-0™ £,,(9=(~1" (" D {, (9=~ (n+ D (Y donc

0,..(¥) = H.,(Yetdoncg,,, eth., ne difféerent que d'une constaihte

Ainsi k=g.,,(0 - h.. (= f.,0- 3-(D"" f.,(R; prouver Qn.1) revient alors a
prouverk = 0, et pour cela il suffit d'utiliser les résttabtenus a la question 1 :

. sin est pair, alors pow=1/2 :k= f_,(1/2)- 1) f,., ¥ 2)= 0- O=
.sinestimpairetsk=0:k=f (O-(-1"f . 0)=f  QO-0=f, (;etsix=1:
=f ., 0)-CD"f  (1)=0-1f, 1) = —-f , (Qdouk=-kdonck=0.

n impair

Ainsi, dans tous les cas on a bida= 0 et par récurrence 9f) vraie InON CQFD
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7a. D'apres 6 f (1-0)= (1) f, (O)et selon 1 :f_(0) = Osi n est un naturel pair et non nul.
Donc, pour tout naturel et non nul f,(1) =0 CQFD

7b. (1 —x) &)/2 = 1/2 donc { 1 %, x } a pour milieu 1/2 et doncet 1 —x sont
symétriques par rapport a 1/2. De plus, d'aprés L= x) =(-1)" f, (x). Donc :
[sin est pair : f,(1-x) = f,(x) donc les deux points d'abscissesxlet x ont méme

ordonnée et sont donc symétriqgues-dans un repéregoinal-par rapport a la droite
d'équatiorx = 1/2 qui estdonc_axe de symétrie pour la courbe représentdéfe;

[sin est impair : f. (1-x)=-f_(x) et cette fois-ci les deux points sont symétricuaes

rapport au point de coordonnées (1/2q0i)est donc centre de symétrie pour la courbe

8. Soit xOR et (Ry) :p,(¥X=q,(Ravecp,(¥)=f @1+x)+ f (X etqg (XY= 2X.
Il s'agit de montrer que pour tout natung(R,) est vraie.
Pourn=0: p (X = f,1+ X+ fO(x)déf:deBl+ 1= 2etq,(X) =2X = 2x 1= 2(avec par
conventiond’ = 1 pour tout réet), donc Ro) est vraie.
Soitn = 0 et R,) vraie ie p,(X) = g,( X ; montrons Rn.1) vraie ie p.,,(X) = g,,,(X .
Pra(¥ = £+ X+ £, (9= (1) {0+ X+ (1) £(¥= (* D) p(3= (1) g et
Gha(¥) =2(n+1) X = (n+1)q (¥ d'oll P, (X) = ¢, (Y et p,, —,,= M, mconstante.
Prouver (Rn+1) revient donc a prouven = 0. Or, poux =0 :
m= p,,(0)-q,,(0)= f,,@+ 0)+ f,,(0) X 0" = for @OF T, (0.
. sin est impairn+1 est pair non nul donc f, ,,(1) = f.,,(0)= Oet doncm=0 ;
. sin est pairn+1 est impair et d'aprés 7bf,,,(1-0)=-f_,,(0)et donom = 0.
Doncm = 0 dans tous les cas, et par récurren@d,) yraie In[JN CQFD

9a. D'apres 8 f (1+x)+ f (X)=2x° pour tout réek et tout naturep. Donc, pour tous
naturelsketp : kP =[ f,(1+k)+ f (k)]/Zet de 13, sh est un naturet 1 :

kZn:;(—1)kkp:2nl( 1) [ £, @ k)+ 1, (k)]/z [ P @ k(-3 1 @

k=1

(- —%i[( ) 1, @+ k(-1 f(kﬂ -4 o2 1, @)

=) telescopagez

> (-1) ke :5 (-1)" f,(n+1)- f, (1)} CQFD

9b. En utilisant le résultat précédent avec pet achant qui,(x) = X’ — x= X x-1):

S (1)K = ()" 0+ D= @] =3[ (-9" 6+ n- 0

k=1
n(n+1)

soit : -1+ 22-F+ .+ 1)n’= ¢ 1) ——= CQFD

(NB:onadoncaussi +1?+22-F+ ..+ €1)n’= ) (+ 22 3 .+n ©)
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