PE1B MATHEMATIQUES - DST n°6/— CORRH LU 10/03/2008

EXERCICE 1 : ETUDE D'UNE SUITE DE POLYNOMES.

1.

—t

F;(x):%x, Pz(x)::—éx(S— X| e F;,(x):l—;x(—>8+16>8—80x+ 193.

2. a.Q(X)=x-16X +80x- 192 doncQ'(X) =3% - 32x+ 80= 3(x- 4)(x- 20 2

2b.
2C.

2d.

3a.

3b.

3c.

4a.

4b.

4c.

D'apres le tableau de variations ci-contrE, _x -0 4 20/3 &
on aQ(x) < -64 sur |91 ; 20/3] donc pas de S19N€ d&Q + Q-9 4
racine sur cet intervalle. varsdeQ | 7 N, 7 O

De plus, le polyndbme@ est continu et strictement monotone sur ]20/3][; et
Q(20/3) < 0 eQ(+0) > 0 donc d'apres le théoreme de la biject@s,annule une
fois et une seule sur cet intervalle. Le polyndneadmet donc qu'une racine.

Q8) = -64 |(10) = 8.
Q(8) < 0 <Q(10) donca, unique racine d@, est comprise entre 8 et 10.
En procédant par dichotomie, on tro@(8) = -39 donc9 < a <10, puis

Q(9,5) =-18,625 d'ou I'encadrement a 0,5 p.

D'aprés la valeur trouvée en 1. pByr B,(X) = (—1/128)xQ(x)doncP; admet

exactement deux racines (a savoir : @)e{CQFD
P, =0 donc P,(0) = 0; supposons?,(0)=0: alorsP,,,(0)= (1/2)(0+ 2x 0- 8 ¥ ( et

donc, selon le principe de récurrendén=>0: P,(0)= 0[CQFD

P(X) = x/2doncd°R =1= 2", Soitn > 1 et supposond®P, =2"": on a alors
d°(2P)=d°(RP)=2"", d°(P?) =2d°(P)=2x2"= 2 . De plus,d°x=1etn>1, 0n a
doncd°x< d°(2P)< &( P)et doncd®(P,,) = d°( P?) = 2" = 2™V,

DoncOn>1:d°P =2""

Désignons par CBY) le coefficient dominant dé,. On a : CDP,) =-1/8= ~F7
Soitn > 2 et supposons CBY) = —27"; or CDPn1) = CD[L/2(P:D)] = -1/2[CDP,)]>

n 2 1 1
donc CDPyy) = —1/2(—21‘2 ) —_glx e _gr22 __ 22

AinsiOnz 2: le coefficient dominant d&, est égal 22 CQFD
Supposondim P, (x) = /. Alors, en faisant tendrevers 4] dans la relation de

récurrence d@: B=(x+28-5°)/2, soit 2 =x, et puisque 2 0 : B =+/x
VxR =Vx-[ x+2R(3= (ROW’]/2=| 2V x ROY=( x (R ¥)|/2dou
Vx=R(9=(vx= R( 8)[2—(\/_x+ B y)}/z = ..

Po =0 et0x>0:0<+/xdonc Ox0[0;1] :0< R (x)<+/ x. Soitn 2 0, et supposons
O0x0[0;4]) : 0 P, (x)< +/ x. Démontrons alor&x0[0;1] :0< P,,, (x)< v/ x.

Ra()=[ x+2B(3~(R(¥]/22| »2P(¥- &/ ¥|/2> R ¥ C;deplus:
&‘Rm(x):%[\/_x— P( ﬂ[«/_x— = )<+2(1—\/_>H2 OcarP,(X) </ xet /x <1.
Ainsi: 0< F{Hl(x)s\/;( et en vue de 4d/din=0:/x > P.(X¥= RP(%=0.

4d/e : D'apres 4c : la sui®g(x) est croissante, positive et majorée, donc ellexme, sa

limite est elle-méme positive et donc, d'aprésgesa/x
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EXERCICE 2 : DEVELOPPEMENTS EN SERIE DU LOGARITHME NEPERIEN.
1. Voir le formulaire du cours concernant les sérigsalies.

2n+1 X2n+2 ]
2a. T >0 O<x<1ldouT te.
a. T,,(0-T(9= Syl ¥— S >r2n+1 S0 car 0UTH(x) croissante
X2n+3 X2n+2
U -U = - = - <0d'ouU décroissante.
1100 =Un(9 = Ss( Y= S =5 = —— < 0d'0UUL(Y) décroi

2n+1

K or 0<x<1donc lim [T.(9-U,(3]=0.

X
T.(0-U,(0=S,( 3= S X= >
Les trois résultats ci-dessus prouvent que I&sﬁu’(x) etUn(x) sont adjacentes CQFD

2. [8,(3-nas 3] =3 (- - Loy Sy - Lo

p=1 p 1+X p=l 1+ X %

0<x<1donc[S,(¥-In(+ 3] :11__((__)2) - 1jLLx: _(1:-)2 =" 1X =QF

X2n , 2n+1
<0 et[U,(X)~In(0+x)| = >0 donc
X X

2c. D'apres 2b. [:Tn(x) —-In(1+ X)]' ==

sur [0;1[ : x - T,(X) —In(1+ X est décroissante et- U (X) —In(1+ X)est croissante.
2d. D'apres 2¢.T,(X) —In(1+ x) < T (0)— In(1+ 0)= 0= U, (0 In(+x Ox U, ) In(* X
donc OxO[0;1 :T, (X< In(1+ x)< U, (X)

2e. D'apres 2a., les suifégx)et Un(X) sont adjacentes donc elles convergent vers ungemé
limite L(X). Mais T, = S, etUp = Sn+1, doncS,(X) converge aussi vetgx). D'aprées 2d.

et le théoréme des gendarmégx) = In(1 +x), d'otOx0[0;] :In(l+ x)=> (- 1)1+l X

n=1
et c'est encore vrai poxr= 1 car la série semi-harmonique converge vers ‘

3a. Inli =-In(1-x) == In(1+ (-x)); or, sixO]-17 alors -xO]-1] et, d'aprés I'énoncé,
-X

2e. est valable S]Jﬂ]]doncln =-Y (-1 )“+l( x) =Y (- 1)2“+2Xn Z_n

=l n =1 =1

3b. 0,5, 2/3 et 1/10 appartiennen]t—d‘][ donc, d'aprés 3a. :

20,5" —- de méme Z——ﬂ etZ——In%).

n=1 n n>1 =1 N

4a. Sur]-1;1[1+x>0etl-x>0 doncln— In(1+x)+ Inl—1 utiliser 2e. et 3a. ...
- X X
4b. f continue et strictement croissante .

4c. En résolvant I equatloni— =t on déterminedt > 0:x= f(t) ——D] L]
X

. 1+ X . _ 2n+1
Il n'y a plus qu'a remplacc—;f; part et x*"** par(:—lj dans 4a. ...

2n+1
4d. D'apres 4c., avéG2:In2=2)" (2 1) = _1_1+1= 2_1_1_]
~on+1l 2+ 1 e~ n+ 13 ~ h+ 18 :
2 1

D'ou |In 2:—2— : de méme, avelc= 3, on trouvera :InB:Z; )
3 n=0 9n (2’] + 1) n=0 4n (2n + 1)
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5a. D'aprésSb.InZ:ZE d'otiln2- 3 = 3 -> kl :Z—l.Or:
et N 2%k E2k EH2k Hi2k

&1 1 1 1 _ 1 1 1 1
Oskzmﬂkksglzk(ml)s n+1§, 2p+“+1_(n+;2“; 2 2 (m )]_x + 1/

d'ot 0<In2- z 1 < 1 x2= L

kl2kk 2“+1(n+1) 2'(n+1)

+0o

2 1 1 1
5 o 2 etc.
5b. De méme In 29k(2k+1) 3kzn+19(2<+ y 2+ GO 1 1 etc

5c. ! =o donc, d'aprés 5a. et 5b., la convergence verddna série du
12(n+ 3)9 2 (1+ 1)

3b. est plus rapide que celle du 4d. comme celaraftpdans le tableau de I'annexe 1 : on
obtient 8 chiffres significatifs das= 7 pour 4d. alors qu'il faut attendre= 23 pour 3b.
(quant a la série semi-harmonique 2c. il semb1erqu'en verra jamais lafin!)

EXERCICE 3 : NATURE DES SERIES Z nIn - ET Z n(l:n)z .

1. f(o)gb-f(dda= (D db- ¢ H+ 6B (o () orfetgsont positives
doncf(b) = 0 etg(a) = 0 etf etg sont croissantes doncak b alors[ f(b)- f(a)] >0 et
[9(b) - o(a]=0dou f(b)g(b) - f(a  3=0 ie fg croissante CQFAD

2a. f(x) défini ssi Ing) existe et est non nul, ie x > 0 e¢x ie x0|]0;1 O]1,+oo[|.

2b.

In est strictement croissante $0 et sur|1, +oof X |0 1 O+
donc son inverse est strictement décroissante variaf's
0 \ g +0 \ 0

sur chacun de ces deux intervalles de f
I|m f =1/In0" =1/+ =0; I|m f=1/InT" =1/0 =+ ; lim f =1/In(+e0) =1/+0 =0

2c. La courbe demandee carf est décroissante ﬂllr+oo[ etf(e) =1 (e=2,7).
2d. f admet une limite finie en'pégale a 0 ; donc en posé#i®t) = lim f =0, on prolongé
o

par continuité en 0 CQFD
2e. f est continue et dérivable sfir+eo[ donc, pour toup = 2, continue suf p, p+1] et

dérivable su}p, p+]{ ; on peut donc appliquer la formule des accroissgsfinis & sur
tout intervalle de la formgp, p+1] avecp = 2 [CQFI)

2f. f'(x) = ( j =- (In X)2 =-_1 > ; or In est croissante et positive ilir+oo| donc,
Inx (Inx) x(In X)

d'aprés 1., In aussi et de méfex — x(In ) donc —% ,ief’, aussi| CQFp

2g. La courbe cherchée carf ' est croissante et ne s'annule pas}]sﬂcro[ :
2h. D'apres 2ff' est croissante SLﬁrp, p+1] ,donc : f'(p)< f'< f'(p+1). Donc, avec 2e.,
et les inégalités des accroissements fidis f'(p)< f(p+1)— f(p)< 1x ' (p+ Die:
1 1 1 1
7 S - s- 2
p(np)* In(p+1) Inp"~ (p+1)[In(p+1)]

Op=2:-
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2i. Selon 2h. : > - doncsin=2iT, =

2.

3a.
3b.

3c.
3d.

3e.

3f.

39.

3h.

1 1 1 . 1 1 1
= p(np? In2 In(n+1)f

p(ln p)2 Inp In(p+1)

. n 1 n 1 n-1 1
Sin>3:T =
= = L i 2(In2)? +zs p(ln P’ z( In 2)2+§(q+1)[m(q+1)]2

= 1 &1 1 1 1 .
Or, grace a 2h. < - < - ,dousin=3:
2 (@ An(a+ D7 e

1 >+ 1 1 inégalité vraie aussi poar= 2 (en effet T, :;2).
2(In2)° In2 Inn 2(In2)

Ainsi, pour tout entien> 2 : — -1 <T < t 1t 1 CQFD

In2 In(n+1) 2(In2)* N2 Inn
: s e 1 1
T converge car c'est une série a termes p05|t|feremjparﬂ+ﬁ d'apres 2i.
n
, . 1 i 1 1
Quandn - +co, I'encadrement obtenu en 2i. donne- < z s+
In2 n=2n(ln n) (In 2) In 2

9(x¥) =In(In(x) est calculable ssi IR > 0 ie sskO|]L;+oo|.

In est strictement croissante, d'gte InoIn aussi. X 1 i
lim g =In (In@*)) =In(0") = oo variaf®
lim g = In(In(+)) = In(+00) = +o0 de g

g(x0=0<=In(INnx)=0= Inx=1= etg()=1l< Inx=ex .

g(e) =0donc la courbe demandée [g38).

1 1 1 1
Par dérivation de fonction composég(X) =—x(In ' = —x—=——— -C FC
poSaE(x) In x (In Inx Xx Xn x Q

g'(e =1/ eet1/e=1/3, donc la courbe demandée [&a2).
Pour tout entigp=> 2 , g est continue et dérivable sflpr, p+1]. D'apres 1H : x> xIn x

est croissante siip, p+1] donc g' =1/ H est décroissante, ef(p+1)< ¢ < d(p. D'od
par les inégalités des accroissements fiisg' (p+1)< g(p+1)- g( p< Ix ¢( p donc,

In(In r)- In(In 2)[CQFD

lim[In(In(n+1)) =In(In 2)] =+ donc d'aprés 3g[S, — +el. In(In 2) =o[In(In(n+1))]

(@ détaille.. dou On 2: In(in(n+ 1)~ In(in2)< §,= ! +
n

doncIn(In(n+1))=In(In 2) ~ In(In(n+ 1))et de mémg%z+ In(inn)=In(In2) ~ In(Inn).

n~n+letn - +odoncin(n+1)~ Inn etin(n) —» +oo doncIn(In(n+1)) ~ In(Inn).
Donc, d'apres 3g. et le théoréme des gendar8eln(in n - 1, ie|S, ~In(In n)

(et donc la divergence @&vers +o est tres trés lente ...)

La série de terme générah®tonverge ssit > 1 ; on aurait pu penser que la présence de
In n aurait fait basculeB et T dans la catégorie i¥ aveca > 1.Apparemment, c'est vrai
pourT © mais pas pous ®, comme quoi il ne faut jamais jurer de rien !
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