PE1B MATHEMATIQUES - DM n° 14 MA 20/05/2008

[EXERCICE 1] : UNE PROBABILITE SUR ([0,N] /0 ([O.N])),
PROLONGEABLE A(N,0(N)).

- : k?
On considere, pour tout entier natke 2 : u, =——— ety, = Inu,.
k®-1

N
1. Démontrer par récurrence ur. UN =2, H u, = [jljl

2. En déduire que pour tout entier natuhel 2, on peut choisir deux réels etv; de fagon
que lesy soient les probabilités élémentaires d'une prdibépisur ([[O N].O ([[ON]])) .

3. Justifier que la série de terme génégalonverge, et étendre le résultat obtenu en 2. a
l'espace(N,0 (N)).

n
4. On pose, pour tout entier naturel non nulx, = H Uy, .

24n(n|)4
(2n+7)[(2n l}

a. Démontrer par récurrence sur n=1,x, =

b. A l'aide de la formule de Stirlingft DST4), demontrer {im X, —7—T

N - +oo

c. Montrer alors que, parmi les couples, (1) de la question 3., il n'en existe qu'un seul
pour lequel I'ensemble des entiers pairs et I'ebkedes impairs soient équiprobables.

[EXERCICE 2: UNE PROBABILITE SUR (N?,0(N?)).

Pour tout couplep, g) d'entiers naturels, on pose;, = 2Pz,

1. Dresser un tableau des valeursuje pourp etq compris chacun entre 0 et 3 (on
donnera les valeurs sous forme de fraction irréoliejt

2. Montrer que la suite doublepermet de définir une probabilipésur (NZ,D (NZ)).

(indications : on admettra que si une série double de termérgkpositifconverge
lorsqu'on calcule sa somme dans un certain ortines eette série converge —et vers la
méme limite- pour tout autre ordre de calcul. Dees conditions, les regles de calcul
vues pour les sommes doubles dans le cas finirgralésent de la fagcon suivante :

IS 0I5 3 S Doy
(p.g)ON? p=0\_g=0 q=0\_p=0 n=0\ p+g=n
3. Calculer la probabilité de chacun des événemeiNarss :
A={(p.a)|p=a};B={(p.a)|p etq pairs C={(p a)|p et impai:
={(p.q)|p etq de méme parit¢E;={(p q)|p @t de paritétcdentes
F.» ={(p.qa)|p multiple dea ety multiple di} otia etb sont deux naturels non nuls.
Vérifier la derniére formule lorsque=b =1 et lorsqua=b = 2.
Déterminerlinl p(F,,) et Iim.° p(F,..)-

Résoudre p(F, ) <4/15.



