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[EXERCICE 1] : UNE PROBABILITE SUR ([0,N]/J([0.N])) ET SUR(N,0 (N)).

- : k?
On considere, pour tout entier natke 2 : u, =——— ety, = Inu,.
k®-1

N
1. SoitPy: H U, :[\?—Tl la propriété que I'on veut montrer vraid > 2.

2
. PourN = 2: ?Nal_!uk 2x2 u2=—4<:»i . . donc?zestvrale
2+1 3 Z-1 3 3 ¢
. SoitN = 2 ety vraie ; démontron®y.1 vraie, auquel ca®y sera vrai€lN = 2.
z
N+ N N+1 2M (N + N +
Fon=( ] e, = N (N _2M(N+_ AN+ o
. . ovae N4T (N+1)°-1 N+2N  (N+1)+1
2, DN>2'O<N2—1<deoncNZ/N2—1>1etIn(N2/N2—1)>Oieszo.
2N 2N+ 2
De plus:) v Inu, =In =In <In <Iln2<Ine<l.
P kz;kkzék Dk N+l N+1

Il suffit donc de choisiwg etv; positifs etv, +v, =1- In[ZN /( N + 1)] — par exemple :

N
Vo =V, :{1—In[2N /(N +])]} /2 —auquel caslk OJO,N] v, = 0 et ) v, =1, ce qui
k=0

définit une seule probabilitésur([[O,N]] O ([[ON]])) vérifiantCk, p({k}) =v, CQFD

3. NI|m Zv = I|m In lj—l:ll-ln 2 et donc la série de terme génégatonvergeCQFD.

En ch0|s|ssan|tv0 =v,=(1-In2) /2, et sachant qudl est dénombrable, on obtient par le

méme procédé quen 2. une unique probalglisér l'espac¢N,J (N))tout entierCQFD

2% (1)’
@[]

16 4 ¢

L4164 donc@; est vraie. Il reste a
3 12 3 3

n
4. On pose, pour tout entier naturel non nulx, = H Uy ety x, =

24(1)" 4 _1ex1

SICIREREES

montrer que sh=1let 9, vraie, alorQy,; vraie iex ,, =

a9 = u,=

24n+4 I:(n + 1) |:|4 |
(3 (2+ 3T

OF, X1 = X, XUy, €1 uk:ki(z_ :(k—ll)(zk+1) et 9, vraie donc :

. 2 (n))* [2(n+1) ] _27(n)t 2*(n+1)
" )[(2) ] 200+)-T[2n+ 3+ T (m+q[(m) ] (n+D(n+3
y. = 2 (n))* 22(n+1)2 2(n+1)° _ 2'(n)'x 2(n+3°

Ere[(2)] 2 () @+ (@73 (v P°[() [ dn+ ] ( v
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2 [ni(n+1)] __ 2™+ CQFD

{ (2n+1)[(2n) 1][ 2 n+])]} D+ 2n+3)[(2n+2)[|2

a

b. D'aprés la formule de Stirling et la regle ~v,=>u’ ~v:
[n)]* ~[\/2ﬂnxn”e’”} ~(271)" n*™%™ et de méme (2n) '] ~2m(2n)" e,
De plus, ~ est compatible avec produit/quotien@ret 1~ 2ndonc :
n \2 4n+2 =
2" x(2m)" n S 2
(27) e T T i xn—— COFD

oo (2n) M ox 2k 2 nee

+00

C. p(ZN):2v2k:vo+§1v2k:vo+zm(u )=V, +Inuul—v +In(nlirpmxn) vO+In7—zT

k=1

X =

Onveutp(2N) = p(2N+1); 2N et N+ %tant contraires , on aupg2N) :% d'ou

1 T . 1 Vi 1
v, ==-In—| etpuisque/,+Vv,=1-In2: v ==+In—-In2 oulv, ==+ In—
0 2 2 p q 0 1 1 2 2 1 2

NS

On n'obtient bien qu'un seul coupig,¥;) satisfaisant la condition impos&eQFD

[EXERCICE 2: UNE PROBABILITE SUR (N?,0(N?)).

Pour tout couplep, g) d'entiers naturels, on pose;, = VAL

1. Tableau de valeurs dgg 2] 0 1 2 3

1/4 1/8 1/16 1/32
1/8 1/16 1/32 1/64
1/16 | 1/32 1/64 1/128
1/32 | 1/64| 1/128| 1/256

WINFL|O

2 — 5 p—q-2
2. O(p,g)ON*u,,=2"9?20.
De plus, la suitg—>u, , = 27P7227% est une suite géométrique de raison ¥ et de premie
terme 2°°"%; la raison est en valeur absolue inférieure aricda série associée converge

Zupq—Z”’2 L 29 2x2= 27" De meme 22”’1 il ogiiomg
1-y2 = 1-¥2
Ainsi: Y > u,, =1, donc la série double)_ u_, converge et sa somme vaut 1.
p=0q=0 (p.a)ON?

N* étant dénombrable, las ; remplissent les conditions permettant de défing un

probabilitép sur (NZ,D (Nz)), la seule pour IaqueII@({(i, j)}) =u,; CQFD

3. Par définition de, pour tout événemer O N*: p(E) = z U ;. Ainsi:

(i.j)oE

. _ 1 1 1
A)=>u 2kk2 22 QS IV S A)==|.

k=0

+00 400

p(B)= 3 U= 3 Upu= ¥ 2= Y ammiaY g

i etj pairs (m,n)ON? (m,n)ON2 (m,n)ON? m=0 n=0

p(B)= 2(4' '124‘ j Z(4‘m‘ng:%i(4m)——é—g——gdonc p(B):g.

m=0 m=0
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p(C): Z 2 (2i+1)- 21+1)2 Z 4—.,2_4-1 Z 4_|,1

i,j)oON? j)oN2
(i.1)

D=BOCetBnC=0 donqo(

D)= p(B)+ p(C) dolip(D) :g .

E=D doncp(E) = +p(D) soi

(E)=3

1,
e 2P

(avecp, on a donc autant de chances de

tomber sur un couple d'entiers pairs que sur uplemuentiers de parités différentes).

p(Fa,b) - Z o-ia-jb-2 — ii oria-jp-2 — z

(i,j)oN? i=0 j=0

i=0

p(Fap) = i(z_lazl 12- )

i=0

D(Fa,b) =2—_2L OU encord

1-221-2°

Z —|a2

TR

1

b1 2

23+b—2

~p(a,b):(2a_1)(2b_])

Tout entier naturel est multiple de 1 doRg = N*donc on devrait trouvep(Flvl) =1, ce

+1-2

2° 1

qui est bien le cas('

2-1)(2-3

1x1 1

=-=1 CQFD

Les multiples de 2 sont les entiers pairs, denc= Bet on devrait trouvenp(szz) :gce

22+2—2 4
ui est également vrai-: C FD
a g ( )(22 1) 3x3 9 Q
27 1 2° . 22
I|m F —I|m = soit [lim p(F, ) =
) M 2w or 2 el 55

-2
I|m p(Faa)—Ilm 2 1

1

w]l-27%1- 2° (1— QX(l—
_4 - (1—2‘a)2>£5>0@ (1— Za)z > /i5> 0}
15 16 16

> 0>4(t 2) = & 2 dou

4 2
PR 15 = o) (- 29)
Or,az 1= Za<1:> - 2% > E
2 2

/15

4 _
F )<— « 2%<1-—" < -aln2<In
P(Fa) < ¢ 2 (
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soit |lim p(F, ) =—
a-o ’ 4

1—£5J s a>- In(l—\/l_Sj/lnE
4 4

. . R 4
A l'aide d'une calculatrice et sachaiflN”, on en déduit | p(F,,) <1—5 = a=bh.




