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~(N
EXEMPLE 1|: On pose kJQ, :q, =2 N(kj'

1.

OkOQ, : g =0 etZN:q(: ZNZN:(I:j: 2" 2'=:; donc, sip, ({K}) = q., on définit
k=0

k=0

bien une probabilitgy sur (Q,,0 (Q,)) CQFD (et DADD (Q,): p(A =2 ).

kOA
pn est la probabilité uniforme s&k0Q,, : g, =1/ cardQ, = /( N+ 1) ce qui est vérifié
[pourN = 0 et pouN = 1, mais fawxON > 2[car alorsg, (=2™)# g(= 2" N).
On considére les événements ={k0Q | k premie} ;F={kOQ,| k carré parfgi.

a. Tout carré parfaik = i2 est divisible par; si, de plusk est premier, alors> 2 et donc
i>1.0r,i2=issii =0oui =1, dond # 1 eti #k. Ainsi, k serait divisible par autre
chose que 1 é¢donck serait non premier, ce qui est contradictoire. ©amcun carré
parfait n'est premier et doren F =0 ie|E etF sont incompatibles .

10) (10) (1 1 537
b. [P (E)|= Rol{2.353) = a+ a+ o+ = 21{(2}(3}( 3{ 73}: 1024
A 231
De la méme fagon|p,, (F)|= p,({0.1.4,9)= To2d"

On considére les événement8 ={k0Q | k pair} ; 1 ={ kO Q| k impai} .

a. Tout entier est ou bien pair ou bien impair, ddpet! sont contraires . De plus,
:Q, ={0}, doncP={0} etl =0 ie|P est certain etimpossiblg .

b. D'aprés a. ;p,(P) =1 etp,( 1) = CdoncP etl sont non équiprobables lorsgNe= 0.

. - N - § =
:pN(P): z A=z z (ijsszxmbzNXZNl::VZ;Or’I:P

O<k paircN xk paigN

d'otp, (1) =1-p, (P) dong p,(1)= 1 2= p,( P)|et dongP etl équiprobablef .

3(kk+1)(k+ 2)
__EXEMPLEZ:On osekOQ, :q = )
P v G (N +1)(N+2)(N+ 3)

5.

DnDN:gi(Hl):g(izﬂ):gi 2+izji =(”+1)(n+62)(2”+ 9, (m ])ém 3

DnDN:ii(Hl):W[(ZHSH 3]:(n+])(n;2)( ™3 CQFD

N+1
\ \ 3> k(k+1)
TkOQ, g 20etY g =) rk+2) b = 1 CQFD
o ko (NFD(N+2)(N+3)  (N+ D)(N+ 2)(N+ 3)efs)
(k+1)(k+ 2)vaut 2 et 6 pouk = 0 et pouk = 1 ; donc, en dehors du dds 0, la
probabilitépy n'est pas uniforme.
Un événemeriE est une partie df0,N] qui peut donc étre décrit & l'aide d'(m+1) -
uplet dans lequel I'élément de rdngst 1(ou TRUE) sk Eet 0 (ou FALSE) sinon.
Ainsi, on supposera disposer|du TYPE evenememtay[0..max] of boolean , avec
ICONST max =valeur maximale prévue pour|N
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FUNCTION PN(N : integer ; E : evenement) : real ;

var k : integer ; s : real ; N N 'JE
begin

s:=0; PN
fork :=0to N do if E[k] then s :=s + (k+1)*(k}2 ¢

PN := 3*s/((N+1)*(N+2)*(N+3)) ; Pn(E)
end ;

9. a. Soit a montrer qm?m:zm:(Zi +1)(2+ 2 :%(m+ )(m+ I( 4n+ Jest vraidImON.

i=0
Py: 2 =2 doncP, est vraie. Soin= 0 et supposon®yvraie ; montrons qu'alor8m. 1
est vraie, auquel cdBysera vraielmN selon le principe de récurrence.

m+1(2i+1)(2+2):i(2+:)( D+ a+(m+ ;3( @R + )letcommd’m est vraie :

=0 i=0

S (@+2(a+ J=2(m+ Y(m+ J(4n 3+ 4 2 K me )zdou

3 5
hd

I gk

w

3
R

(2|+1)(2+2 m+3[ m+ 3( 4n+ 3+ § 2+ )3] me Y 4h+ 19n 23

I
<}

m+1

-3 est racine ddm? +19m+ 21d'ou Z(Zi +1)(2+ 2 =?1)’(m+ 2(m+ 3( 4n+ Fet
i=0

donc P est vraieCQFD
Proposons maintenant une démonstration sans récarre

i(2i+1)(z+2):§(2_3)2 @ _ Z _ (m+1)(m+2)(2ml-3) \z(mi-])(m.a

i=0 i=1 =1 )63 \21
i(z|+1)(z+2):—(”’”)(”’*2)[2(m+3 =LAl AT cor
b. py(P)= Y - Sk*Dk+2) 3 S (k+1)(k+2)

ok (N +D)(N+2)(N+3)  (N+1)(N+ 2)(N+ pobaen

. SiN impair=x+1.: z (k+1)(k+ 2)k_:2izn: (2i+1)(2+ z)cf:a(n+1)(n+ 2)(4n+ 3)

O<k paircN =0 e 3
_ oo S((N-D/2+ ((N-9/2r J(4N- ) 2 B
et commen=(N-1)/2 : p(P) = SN+ (N (NT 3 ie
(N) (NS (AN+2)  (aN+2) (2N +1)
Pu(P)= 8(N) ( N+2M 8(N+2) 4(N+?2)

.siNpair=d: Y (k+1)(k+ 2)k_=2ii(2i+1)(2+ 2)= (n+1)(n+2)(an+3

O<k pairsN =0 -a 3

_ CR(N/2+ D) (N/2+ (AN 2+ 3 (NAD) (N +4)(4N+6)
n=N/2 doncp, (P) = S(N+)(N+2)(N+3 _8(N+1)M(N+3)

(N+4)(4N+6) (N+4(2N+ 3

8(N+)(N+3 4 N+I(N+3

CQFD

iepy(P)= CQFD

(2N+7)/[ 4N+ 2)] siN impair
N(2N+5)/[ 4N+ (N+ 3] siN pail

c. I =Pdonc|p,(l)|=1- pN(l):{
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d. Alaide de b. etde c. ;07(P)—— P ( )_— pB(P)—— ()__

33

e. 4(N+2)=4N+ 8> AN+ 2= 2(N+ 1donc|siN impair : pN(|)<§< py(P)

(N+4)>(N+3) et 4N+ )< Z N+ pd'ou|siN pair : pN(I)>%> py(P)

(NB: ainsi,P etl ne sont ici jamais equiprobables, contrairemerfit®agxemple)
o m (2N+1) _ - (N+4)(2N+3 _
W a(N+2) A AN+ (N

=2 donc im p,.(P) = m (B =

donc dim pN(P):% et commep, (1) =1-p,(I): dim py(l) ==

10. D'aprés 9f.,dim py(P) # 0 donc la sériez p (P) divergeCQFD
— +00 N

1 ~3/[4(N+2)] siN estimpair
D'aprés 9b. :p,(P)—== .
2 |3(N+2)/[4N+2D(N+3J]siN estpa
3/[4(N+2)] siN estimpair
3(N+2)/[ 4N+J(N+ 3] siN estpa
La suiteu tend vers 0 et si on parvient a montrer gesst décroissante, on aura montré

Donc : pN(P)—%:(—l)N U, avecu, :{

que la SGI’IGZ{ py (P) - }est alternée, et donc convergente.

" —u { JLAN+3]-AN+ I/ 4N+ }(N+ 3] SN estpai
"N (N9 [ 4N+ A(N+ 4] F[ 4N+ 3] siN estimpe
U —u ={ -3/[4(N+1)(N+3] siN est pair

e —3/[4(N+2)(N+ 4)] siN est impa

Donc ONON:u,,, — u, <0 et donau est décroissant@QFD

2n+1
11. Pwsquez [ py (P) - }converge sa somme est aussi egalmraz [ py(P) - %}
N=0

Or, Un0N: an[pN(P)-—} Z[( (P - 1) (Qkﬂ(B j};[ Y Ui

2n+1

donc d'aprés 10. Z [ py (P) -

0
12
2| &4 Z<+]) X+ 3

2n+1 n

et doncz |: pN(P) - z%( Z(]'-i' ]) ]télésfopage_il_ 2]-::- g

k

3 . 11_3
=—, on en déduit p)-=|==
} 8 é[DN() 2} -

et commelim| =
2n+ 3
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