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[EXERCICE 1|: NATURE DE LA SERIE S(a) = .
= N(In n)*

1. Sia<letn=3,alorsa=-1Inn=1donc (Inn)“ =(nn)* eti(ln n)~ zé(ln n~.
n n

Or, d'apres DST6 S(1) = +« ; donc, par comparaiso||1ﬂn <1 Y a) diverge (vers #0).

2. hest dérivable sufL,+e[, doncOp =2, hest continue sufp, p+1] et dérivable sur

]p, p+]{; de plush’(x) = (I 1 —etx— x(In x)” ne s'annule pas et est croissante
X(In x

comme produit de fonctions positives et croissafites (In x)” croissante caer > 1 et

In croissante) donk' est décroissante et donc bornée[smrp+1] h(p+l)<sH<H(p.

On peut dés lors appliquer les inégalités des asaments finis a la fonctidnentrep et
p+1:h(p+l)<h(p+tl)-h p< h( pdou:

.Dnzz:i[h( p+1)— h( p)] Si h( P donch(n+1)- h(2)szn: H(p);
.Dnzsth'(pﬂ)sf[h(pﬂ)— h( P donch’(2)+nih'(p+1)s H(2)+[ h(n- H2)

ie Zn:h'( p) < H(2)+[ (N - K2)], inégalité vrai aussi pour= 2 (W'(2) < h (2)).

p=2

D'ou I'encadrement finalIn>2: h(n+1)— h(2)< Zn: RH(p< h(2+ (- K2),

p=2

. 1
Ou encore {[In=2:h(n+1)— h(2)< ~
pz=z p(in p)

< K2+ h(n- h2

Or, Da>1,0n=2,0p= 2 h(n)= -<0eth(p)=

1 >0 donc
@-a)(Inn)?"

1
p(n p?

z h'( p) est une série a termes positifs et majoréelf{@) — h(2), donc convergente.
p=2

Autrement dit|Ja >1:S(a)est convergente. De plum (In )™ = +oo car @ >1 donc
lim h(n) =lim K n+l) =0 , et d'apres l'encadrement finath(2) < S(a) < K(2)- H2)

ie:;sS(a)s ! + 1 :
(a@-1)(n2y* 2(In2f @-1(n2y"
BILAN : z converge ssir > 1 et diverge verso ssia<1|.
iz N(In n)*

(NB : un pas supplémentaire dans la généralisatinsisterait a étudier, selon les

valeurs des réelg et S, la convergence de la série de terme généjﬁ%, connue
n“(Inn
sous le nom dsérie de BERTRAND



[EXERCICE 2|: MATRICE DE PASCAL ET SON INVERSE.

1.

2a. (Yn)i,l ::z:(fpn)i,k(xn)k,lz :z:(l _1ij_1: i (i _]j XX (2 f (i ;]jli_l_k X< = (x+1)i—1 .

2b.

2C.

2d.

Oj >i:j =1>i —1donc (P,)i; = 0 et doncP, est triangulaire inférieure ; ses termes
diagonaux sont non nul§li = j,i —1=j —1donc (@) = 1. Dond?n est inversibl}e.

k-1 k=0 | k k=0

—~

e =o' =3 w23 oy e

p=0

(]
(a) ~0sib>a)
b

donc, d'aprées 2b et

Pour tous entieksetp de [0,n]: X = (X,) . €t (X+1)P =(Y,)

p+1,1

k n
en posan (Qn)k+1, p+l = ( pj (_1)k—p : (Xn)k+1,1 = Z(Qn) k+1,p+1(Yn) pr1l e Xn = QnYn avec
p=0

Q, 0 Mn.1(R) deéfinie ci-dessus.

Par définition Y, = PX, ; or, P, est inversible doncX, = P,;'Y,. De plus, X, =Q.Y,
d'aprés 2c. donc on est amen

Ce n'est qu'une conjecture @Y, = Q.Yn = Po Y- QYn = 0= (P~ Q) Yo =0, et

la régle du produit nul n'est pas valide entre io@dret donc on ne peut conclure, méme
avecY, # 0, queP, - Q, est égal a 0 ie qUB,* est égale &

Siazb>c:

al\(by_ al B d (a9 _(a)fa-c) (a)facC
[bj(c)“b!(a—b! da ¥ i a)e( a)f b)!c_(cj(a—bj_(cj(b—cj

b
Sinon (ie sb >aouc > Db, et a fortiori si ¢ >a) (Ej[cj =0.

n+l nl1/ | — 1
(PnQn)ij = Z (Pn)ik(Qn)kj = Z(L 1)( 1)< ’( J d'aprés la remarque précédente,
k=1

si j-1>i-1iej>i tous les termes de la somme sont nuls dBhQy)i; = 0. Sinon, les
termes non nuls figurent parmi ceux tels gde> k-1>j-1iei >=k=j ,d'ousi = j:

g (R [ e )
et donc(PQn)ij = (j _JKZ:;(—l)k[ ‘ j:(j _1j[1+ (—1)]i_j :(j _J 07 d'ou :
Csii =) 1 (PaQu)ij = (PQu)ii = (: :ﬂxo‘) =1x1=1

-1
.Sii > (anQn)lj (J :JXO:O.
En résumé : di# j on a(P,Qn)ij = 0 et sii =j on a(P,Qn)i; = 1, et don®P,Q, est la

matrice identité d'otP, et Q. sont inverses l'une de l'autre®s’= Q, CQFD

BILAN : pour tout entier naturel, la matrice de Pascal de rangst inversible et on
obtient facilement son inverse en gardant inchateg@sermes de rang,j tel quei — j
est pair et en changeant en leurs opposés lesgdgroe lesquels— | est impair (et on
peut, si on le souhaite, remplacerj pari +j puisque —j eti +j ont méme parité pour
tous entiers etj).



